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Η επιφανειακή  συµβολή, µια συνθήκη, το πλήθος  και  η ∆φ. 

∆ύο σύγχρονες πηγές Ο1 και Ο2 που απέχουν απόσταση d=24cm, αρχίζουν να εκτελούν απλή αρµονική τα-

λάντωση τη χρονική στιγµή t=0 µε εξισώσεις y1=y2=Aηµωt  (y→cm, t→s) αντίστοιχα και δηµιουργούν 

εγκάρσια αρµονικά κύµατα που διαδίδονται στην επιφάνεια νερού που ηρεµεί. Τη χρονική στιγµή t1=1,175s 

στα σηµεία Σ και Ν που βρίσκονται στην επιφάνεια του νερού και αριστερά της µεσοκαθέτου του ευθύ-

γραµµου τµήµατος Ο1Ο2 ,  έχει φθάσει µόνο το κύµα που δηµιουργεί η πηγή Ο1. Η φάση του σηµείου Σ τη 

χρονική στιγµή t1 είναι φΣ=3π rad. Την ίδια χρονική στιγµή η διαφορά φάσης µεταξύ του σηµείου Σ και του 

σηµείου Ν  είναι 
9π

∆φ = rad
2

. Εάν οι αποστάσεις που απέχει το σηµείο Σ από τις πηγές Ο1 και Ο2  είναι 

Ο1Σ= r1=20,5cm και Ο2Σ=r2=24,5cm αντίστοιχα και η απόσταση του σηµείου Ν από την πηγή Ο1 είναι  

Ο1Ν= r'1=16cm, να υπολογιστούν: 

Α1. Το µήκος κύµατος λ των παραγοµένων από τις πηγές Ο1 και Ο2 αρµονικών κυµάτων καθώς και η περί-

οδος τους Τ.  

Α2. Η ταχύτητα διάδοσης των κυµάτων υ στην επιφάνεια του νερού. 

Β1. Εάν µετά την συµβολή των δύο κυµάτων στα σηµεία Σ και Ν, το σηµείο Ν βρίσκεται πάνω σε υπερβο-

λή αριστερά της µεσοκαθέτου του τµήµατος O1O2 και ταλαντώνεται µε ενέργεια ταλάντωσης ίση µε το 

µισό της ενέργειας ταλάντωσης του σηµείου Σ, να βρεθεί µία παραµετρική συνθήκη που να συνδέει τις 

αποστάσεις r'1 και r'2 από τις πηγές Ο1 και Ο2 των σηµείων της επιφάνειας του νερού που βρίσκονται 

µεταξύ των δύο πηγών και ταλαντώνονται µε το ίδιο πλάτος µε το σηµείο Ν. Εάν το Ν βρίσκεται πάνω 

στην υπερβολή που αντιστοιχεί στην τιµή 9 της παραµέτρου,  να βρεθεί η απόσταση Ο2Ν που απέχει 

από την πηγή Ο2.  

Β2. Μετά την συµβολή των δύο κυµάτων, να υπολογιστεί το πλήθος των υπερβολών που αποτελούνται από 

σηµεία που ταλαντώνονται µε το ίδιο πλάτος µε το σηµείο Ν και βρίσκονται µεταξύ των σηµείων Ν και 

Σ. 

Β3. Να υπολογιστεί το πλήθος των σηµείων της επιφάνειας του νερού που βρίσκονται στην ευθεία Ο2Ν και 

παραµένουν ακίνητα µετά την συµβολή των δύο κυµάτων. 

Γ. Να γίνει η γραφική παράσταση της διαφοράς φάσης ∆φ µεταξύ των σηµείων Ν και Σ σε συνάρτηση µε 

τον χρόνο ταλάντωσης t. Να θεωρήσετε ότι όλα τα σηµεία της επιφάνειας του νερού έχουν την ίδια µά-

ζα και ότι τα κύµατα διαδίδονται στην επιφάνεια του νερού χωρίς απώλειες ενέργειας. 

 

Aπάντηση: 
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Οι κόκκινες υπερβολές αποτελούνται από σηµεία που ταλαντώνονται µε µέγιστο πλάτος (ενίσχυση). Οι δια-

κεκοµµένες υπερβολές αποτελούνται από σηµεία που παραµένουν ακίνητα (απόσβεση).  

Οι πράσινες υπερβολές αποτελούνται από σηµεία που ταλαντώνονται µε πλάτος Α 2 .  

 

Α1.Όταν τα σηµεία Σ και Ν ταλαντώνονται µόνο υπό την επίδραση του αρµονικού κύµατος, που παράγει η 

πηγή Ο1, οι εξισώσεις ταλάντωσης τους είναι: 1
Σ

rt
y = Αηµ2π( - )

T λ
 1

Ν

rt
και y = Αηµ2π( - ).

T λ

′
 Οι εξισώσεις 

των φάσεων τους σε συνάρτηση µε το χρόνο είναι αντίστοιχα : 
Σ

φ = 2π 1rt
( - )
T λ

 (1) και 
Ν

φ = 2π 1rt
( - )
T λ

′
 

(2). Τη χρονική στιγµή t1: Από 
(1)

⇒
Σ

φ = 2π 1 1t r 1,175 20, 5 1,175 20, 5
( - ) 3π = 2π( - ) 1, 5 = -
T λ Τ λ Τ λ

⇒ ⇒  (3) 

Η διαφορά φάσης µεταξύ των σηµείων Σ και Ν τη χρονική στιγµή t1 είναι:  

1 1r - r9π 20, 5 -16 -2= 2π( ) 2, 25 = λ = 2 10 m. (4)
2 λ λ

λ = 2cm
(1)

(2)
Ν Σ

′
⋅∆φ = φ − φ ⇒ ⇒ ⇒ ⇒  

Από 
(4)

(3) T = 0,1s. (5)⇒  

 

Α2.Η ταχύτητα διάδοσης των δύο κυµάτων που παράγουν οι πηγές Ο1 και Ο2 είναι: 
(4)

(5)

λ
υ = υ = 0, 2 m / s

Τ
⇒  

 

Β1. Όταν τα δύο κύµατα συµβάλλουν στο σηµείο Σ, αυτό ταλαντώνεται µε πλάτος  

(4)
2 1

Σ Σ Σ

(r - r ) (24, 5 - 20, 5)
A = 2Ασυν2π Α = 2Ασυν2π Α = 2Α (6).

2λ 2 2⋅
⇒ ⇒  

 (ενισχυτική συµβολή). Το σηµείο Ν µετά την συµβολή των δύο κυµάτων ταλαντώνεται µε ενέργεια ΕΝ ίση 
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µε το µισό της ενέργειας ταλάντωσης ΕΣ  του σηµείου Σ:  

2 2Σ

N N Σ

Ε 1 1 1
Ε = DA = DA

2 2 2 2

2 2
2 2

N N

m A
m A

2

Σ Σω
⋅ ω =⇒ ⇒

N Σ
2m =m

2
N N(6)

A = A 2
4A

A =
2

⇒ ⇒ ⇒

( ) ( )' ' ' '
1 2 1 22π r - r π r - r 2

2A συν Α 2 συν ±
2λ λ 2

= ⇒ =

( )' '
1 2 ' ' ' '

1 2 1 2

π r - r π λ
= κπ ± = (4κ ±1)  µε  κ = 0,1, 2..

λ 4 4

λ
r - r = κλ ± r - r

4
⇒ ⇒ ⇒  

Αλλά   4κ ±1 =περιττός ακέραιος = 2N + 1. Άρα 1 2

λ
r - r = (2N + 1)

4
′ ′

(4)

⇒  

( )1 2

1
r - r = (2N + 1) µε  Ν = 0,1, 2... 7

2
′ ′  Η (7) αποτελεί τη ζητούµενη συνθήκη.  

Επειδή το σηµείο Ν βρίσκεται στην υπερβολή µε N = 9 , από  

( )
' '
2 1r >r

2 1 2 1 2

1
7 r - r = (2 9 + 1) r = r + 9, r = 25, 5cm

2
5′ ′ ′ ′ ′⋅ ⋅⇒ ⇒ ⇒ . 

Άρα η απόσταση Ο2Ν είναι Ο2Ν= '
2r = 25, 5cm. 

Β2. Από τη συνθήκη ενισχυτικής συµβολής στο σηµείο Σ: 
( )4

2 1

λ
r - r = 2κ 24, 5 - 20, 5 =κ 2 κ = 2

2
⋅ ⇒⇒ .  

Άρα το Σ βρίσκεται στην 2η  υπερβολή ενισχυτικής συµβολής  αριστερά της µεσοκαθέτου της 1 2Ο Ο  η οποία 

τέµνει την 1 2Ο Ο  στο σηµείο Σ1. 

Για το σηµείο Σ1 έχουµε: ( ) ( )2 1 1 1

λ
Ο Σ - Ο Σ = 2κ

2
( ) ( ) ( )

(4)

2 1 1 1Ο Σ - Ο Σ = 4cm 8⇒  

και ( ) ( ) ( )2 1 1 1Ο Σ + Ο Σ = 24cm 9 . 

 

Αθροίζοντας τις σχέσεις  ( ) ( )8 και 9  κατά  µέλη: 2 1(Ο Σ ) = 14cm 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 1 1 1Ο Μ + ΜΣ = 14 12 + ΜΣ = 14 ΜΣ = 2cm 10⇒ ⇒ ⇒ . 

Η υπερβολή στην οποία βρίσκεται το σηµείο Ν τέµνει την  1 2Ο Ο  στο σηµείο Ν1, για το οποίο έχουµε: 

( ) ( )2 1 1 1

1
Ο Ν - Ο Ν = (2 9 + 1)

2
⋅ ⋅ ⇒ ( ) ( ) ( )2 1 1 1Ο Ν - Ο Ν = 9, 5cm 11   και 

                                                                 ( ) ( ) ( )2 1 1 1Ο Ν + Ο Ν = 24cm 12  

Αθροίζοντας τις σχέσεις ( )11  και ( )12  κατά µέλη: ( )2 1Ο Ν = 16, 75cm( )13 .  Αλλά  

( ) ( ) ( )2 1 2 1Ο Ν = Ο Μ + ΜΝ

( )
( ) ( ) ( )

13

2 1 1Ο Μ + ΜΝ = 16, 75cm 12 +ΜΝ = 16, 75⇒ ⇒ ⇒

( )1ΜΝ = 4, 75cm (14).⇒  
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Για ένα τυχαίο σηµείο Ρ της ευθείας Ο1 Ο2 που βρίσκεται µεταξύ των Ν1 και Σ1 και ταλαντώνεται µε το ίδιο 

πλάτος µε το σηµείο Ν (άρα και µε το σηµείο Ν1), εάν θεωρήσουµε ότι  απέχει x από το σηµείο Μ έχουµε:  

Από ( ) ( ) ( )2 1

1
7 : Ο Ρ - Ο Ρ = (2N + 1)

2
⋅ ⇒

N
12 + x -12 + x = N + 0, 5 x = + 0, 25

2
⇒ . 

Αλλά ( ) ( )1 1ΜΣ < x < ΜΝ
( )

( )10

14

N
2 < + 0, 25 < 4, 75 4 < N + 0, 5 < 9, 5

2
⇒ ⇒ ⇒    

           3, 5 < N < 9 N = 4, 5, 6, 7,8 ⇒ ⇒  (5 υπερβολές). 

Άρα µεταξύ των σηµείων Σ και Ν υπάρχουν 5 υπερβολές που αποτελούνται από σηµεία που ταλαντώνονται 

µε πλάτος ίσο µε το πλάτος ταλάντωσης του σηµείου Ν. 

 

Β3. Τα σηµεία της ευθείας 2Ο Ν  που παραµένουν ακίνητα µετά την συµβολή των δύο κυµάτων βρίσκονται 

πάνω σε υπερβολές αποσβεστικής συµβολής. Το πλήθος τους είναι  είναι όσο και το πλήθος των σηµείων 

που βρίσκονται πάνω στην 2 1Ο Ν  και είναι ακίνητα.  

1ος τρόπος 

Η συνθήκη για ένα σηµείο Λ  από αυτά είναι: ( ) ( ) ( )2 1

λ
Ο Λ - Ο Λ = 2κ + 1

2
 µε κ = 0,1,2...  

( )
( ) ( ) ( )

4

2 1Ο Λ - Ο Λ = 2κ + 1 15⇒   και ( ) ( ) ( )2 1Ο Λ + Ο Λ = 24cm 16  

Αθροίζοντας τις σχέσεις ( )15  και ( )16  κατά µέλη: ( )2O Λ = κ + 12, 5.  

Αλλά ( )2 2 10 Ο Λ Ο Ν≤ ≤
( )13

0 κ + 12, 5 16, 75 -12, 5 κ 4, 25⇒ ≤ ≤ ⇒ ≤ ≤  

Άρα κ = -12, -11, -10... -1, 0,1, 2, 3, 4,  δηλαδή υπάρχουν 17 σηµεία που παραµένουν ακίνητα πάνω στην  

ευθεία 2 1Ο Ν  άρα και στην ευθεία 2Ο Ν . 

 

2ος τρόπος 

Υπολογίζουµε την απόσταση d* µεταξύ δύο σηµείων Α1 και Α2 του ευθύγραµµου τµήµατος (Ο1Ο2) που βρί-

σκονται σε δύο διαδοχικές υπερβολές αποσβεστικής συµβολής: 

(Ο2Α2)-(Ο1Α2)= 2(N + 1) + 1  
λ

2
   (α) 

(Ο2Α1)-(Ο1Α1)= (2Ν+1) 
λ

2
       (β) µε Ν=0,1,… 

Με αφαίρεση κατά µέλη των (α) και (β):  

(Ο2Α2)-( Ο2Α1)+ (Ο1Α1)-( Ο1Α2)=λ⇒2(Α1Α2)=λ⇒2d*=λ⇒   d*=
λ

2
 

Η απόσταση d1 µεταξύ δύο σηµείων Ε1 και Α1 του ευθύγραµµου τµήµατος (Ο1Ο2) που βρίσκονται σε δύο 

διαδοχικές υπερβολές ενισχυτικής και αποσβεστικής συµβολής είναι: 
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(Ο2Ε1)-( Ο1Ε1)=2Ν
λ

2
   (γ) µε Ν=0,1,… 

Με αφαίρεση κατά µέλη των (β) και (γ):  

(Ο2Α1)-( Ο2Ε1)+ (Ο1Ε1)- (Ο1Α1)= 
λ

2
⇒2(Α1 Ε1)= 

λ

2
⇒2d1=

λ

2
⇒   d1=

λ

4
 

Με βάση τα προηγούµενα το πρώτο ακίνητο σηµείο του ευθύγραµµου τµήµατος (Ο1Ο2) δεξιά του Μ θα α-

πέχει από αυτό απόσταση 
(4)λ

4
= 0,5cm και τα επόµενα θα βρίσκονται σε θέσεις που θα απέχουν µεταξύ τους 

κατά 
(4)λ

2
= 1cm. ∆ηλαδή, σε θέσεις που θα απέχουν από το Μ αποστάσεις: 1,5cm, 2,5cm, 3,5cm, 4,5cm, 

5,5cm, 6,5cm, 7,5cm, 8,5cm, 9,5cm, 10,5cm, 11,5cm (12 σηµεία). Αντίστοιχα αριστερά του σηµείου Μ και 

µέχρι τη θέση του σηµείου Ν1 που απέχει από το Μ απόσταση 4,75cm θα υπάρχουν ακίνητα σηµεία που θα 

απέχουν από το Μ: 0,5cm, 1,5cm, 2,5cm, 3,5cm, 4,5cm (5 σηµεία). Άρα συνολικά στο τµήµα (Ο2Ν1) υπάρ-

χουν 17 ακίνητα σηµεία και επειδή ισάριθµες υπερβολές αποσβεστικής συµβολής θα τέµνουν το ευθύγραµ-

µο τµήµα (Ο2Ν1) – άρα και το ευθύγραµµο τµήµα (Ο2Ν)- θα έχουµε 17 ακίνητα σηµεία και στο ευθύγραµµο 

τµήµα  (Ο2Ν).  

 

Γ. Τα κύµατα από τις πηγές Ο1 και Ο2 φθάνουν στο σηµείο Σ τις χρονικές στιγµές 1
1

r
= 1, 025s

υ
t =  και 

2
2

r
t = = 1, 225s

υ
 αντίστοιχα. Στο σηµείο Ν φθάνουν τις χρονικές στιγµές 1

3

r
t = = 0,8s

υ

′
 και 

2
4

r
t = = 1, 275s

υ

′
 αντίστοιχα. 

Από 
ΝΣ

0 t 0,8s : ∆φ 0≤ < =  

1
ΝΣ Ν Σ

rt
0,8s t 1, 025s :∆φ = φ - φ = 2π - - 0

T λ

′ 
≤ <  

 
  µε αντικατάσταση: 

           
ΝΣ

∆φ = 20πt -16π rad 

1 1
ΝΣ Ν Σ

r rt t
1, 025s t 1, 225s :∆φ = φ - φ = 2π - - 2π -

T λ T λ

′   
≤ <    

  

1 1
ΝΣ

r - r
∆φ = 2π

λ

′ 
⇒  

 
  

µε  αντικατάσταση: 
ΝΣ

9π
∆φ = rad

2
 

' '
1 1 2 1 2 1

ΝΣ Ν Σ ΝΣ

r r + r r + r rt t
1, 225s t 1, 275s :∆φ = φ - φ = 2π - - 2π - ∆φ = 2π -

T λ T 2λ 2λ λ

    
≤ < ⇒    

    
 

µε αντικατάσταση: 
ΝΣ

13π
∆φ = rad

2
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' ' ' '
1 2 1 2 1 2 1 2

ΝΣ Ν Σ ΝΣ

r + r r + r r + r r + rt t
t 1, 275s :∆φ = φ - φ = 2π - - 2π - ∆φ = 2π -

T 2λ T 2λ 2λ 2λ

    
≥ ⇒    

    
 

µε αντικατάσταση: 
ΝΣ

7π
∆φ = rad

4
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23,6

0
t (sec)

∆ΦΝΣ (rad)

0,8 1,025 1,225 1,275 

13π 

2 

9π 

2 

7π 

4 

∆ΦΝΣ (rad) 


